













































den Nouweland (2013) はそうした定式化を整理し，リンダールのオリジナ
ルな考え方を適切に表現したものが比率均衡であると指摘している。一般
的に取り上げられているリンダールのメカニズムでは公共財の生産量の一
定割合 pix を個人 i が負担するものと想定する。それに対し，公共財の費



















Y⊂ R+とし，個人 i∈N の効用関数をUi: X×Y→R+で表す。また，私的財
の消費量 xi∈X，公共財の消費量 y∈Y に対する個人 i の効用をUi (xi, y) 
と表す。Ui は，xi, y 双方の変数について二階偏微分可能の凹関数で，以下
を満たすとする：uUi/uxi>0，u2Ui/ux2i 0，uUi/uy>0，u2Ui/uy2<0 。
個人 i は初期に Ii（ただしIi>0）だけの私的財を保有し，そこから公共
財の費用を負担するものとする。公共財の費用関数 C: Y→R+は二階微分
可能で，以下を満たすとする：C(0) =0，C'(y)>0, C''(y) 0 。
各個人の私的財の保有状態と公共財の生産量の組 (x, y)=(x1, …, xn, y) 
∈Xn×Y を配分とよぶ。配分 (x, y) が実現可能であるとは，
C(y)  Ri∈N (Ii−xi) 
が成り立つことをいう。
効用関数については，さらに以下の２つの仮定を置く：
仮定１　任意の i および xi>0, y>0 をみたす任意の (xi, y) に対し
　　　　　Ui (xi, y)>Ui (I0, 0),
仮定２　 任意の i および xi>0, y>0 をみたす任意の (xi, y) に対し 




ま，ri を個人 i の費用負担割合（ただし，ri>0, Ri∈N ri=1）とし，費用負
担ベクトル r= (r1, …, rn) を考える。このもとで，リンダール-比率均衡は
以下のように定義される。
定義：リンダール―比率（LR）均衡　すべての個人 i∈N について，以下をみ
たす実現可能な配分と均衡比率ベクトルの組 (x*, y*, r*) をリンダール-比
率 (LR) 均衡という：
























個人 i の効用関数 Ui をai （ただしRi∈N ai=1, ai  0  ∀i∈N）で加重した
ベンサム型社会的厚生関数の最大化問題 （W） を考える：
（W）　maxx,y Ri∈N aiUi (xi, y) s.t., Ri∈N (Ii−xi) C(y) 。
ここで，各個人の効用関数は凹であるため，その一次結合であるRi∈N 
aiUi (xi, y) も凹（したがって擬凹）となる。また，効用関数の形状および
仮定１,２より，（W） の最大値が Pni=1[0, Ii]×[0, C−1(Rni=1 Ii)] の内点解と
して存在する。
a= (a1,…, an) が与えられたとき，(x*, y*) が （W） を最大化する配分であ
ることの必要十分条件は，以下で与えられる：










（2） より，第 i 行第 j 列の成分を (uUj/uy)/(uUi/uxi) とするn×n 行列を
A, (a1,…an) =a, a の転置ベクトルを a t, n 次の単位行列を E と置くと（2）
は次のように書き直すことができる：
(A−C′(y)E) a t=0 。 （3）
このもとで，以下の定理が成立する。
定理　第 i 行第 j 列の成分を (uUj/uy)/(uUi/uxi) とするn×n行列を A, (a1,
…an)=a, n 次の単位行列を E と置くと，以下が成り立つ：
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証明　（2） 式を行列で表現すると Aa t=C′(y) a t となるため （a） はただち
に導かれる。（b） については補遺に記す。
４　リンダール―比率 （LR） 均衡と社会的厚生関数の加重
前節の （3） では，社会的厚生関数の加重ベクトル a を与える連立方程式
を示した。ここで，LR均衡を所与としたときの社会的厚生関数の加重ベク
トルがどのようなものになるのかをいくつかの例から考察する。
例 １　N={1, 2, 3}, Ui=ki:y+xi, xi=Ii − riC(y), C(y)=y, k1=1, k2=2, k3 
=3 とする。各個人の最大化条件は (ki/2) (1/:y) =ri であり, y= (ki/2ri)2と
なるが，これを与える y が各人共通であること，および r1+r2+r3=1 より，
均衡比率は (r*1, r*2, r*3) = (1/6, 1/3, 1/2) となり，そのもとでの公共財生産量
は y*=9 となる。
また，均衡において uU1/uy=1/6, uU2/uy=1/3, uU3/uy=1/2 であり，す
べての i について uUi/uxi=1, また C′(y) =1 であるため，この比率均衡に




















件（2） において，uUi/uxi が一定であることから，ai が全員に共通である




例 ２　N={1, 2, 3}，Ui=:y+:xi, xi=Ii − riC(y), C(y)=y, I1=27, I2=16, 
I3=7 とする。r1=1/2, r2=1/3, r3=1/6 のとき，比率均衡が存在し，そのも
とでの公共財生産量は y*=36 となる。実際，各個人の最大化条件は (1/:y) 
=ri/:Ii−riy であり，y=Ii/(r
2
i+ri) となるが，所与の Ii, ri のもとでは，この
y が各人共通となり，そのもとでの均衡配分は (x*1, x*2, x*3, y*)=(9, 4, 1, 36) 
となる。
また，均衡において，すべての i についてuUi/uy=1/12, uU1/ux1=1/6, 
uU2/ux2=1/4, uU3/ux3=1/2，また C′(y)=1 であるため，このリンダール-









この例では，（3） の行列を用いて加重を求めたが，LR 均衡の条件（1） と
社会的厚生関数の最大化条件（2） より，LR 均衡の均衡比率 r*= (r*1, … , 
r*n) に対して，
∀i∈Nr*i=ai# ai#R i∈N ( )uy
uUi (x*i, y*)
uy
uUi (x*i, y*)  （4）
が成り立つような a*= (a*i, …, a*n) を与えれば，LR 均衡配分と社会的厚生
関数を最大化する配分とは一致する。なお，上の式では，xi についての条
件は消えるが，式の成立には関係する。例２では，公共財の限界効用が私
的財の量に依存せず，全員等しいことから，uUi (x*i, y*)/uy は i に依存しな







例３　N={1, 2}, Ui=:y+:xi, xi=Ii−riC(y), C(y)=y, I1=12, I2=30 とす
る。r1=1/3, r2=2/3 のとき，比率均衡が存在し，そのもとでの公共財生産
量は y*=27 となる。実際，各個人の最大化条件は (1/:y) =ri/:Ii−riy であ
り，y=Ii/(r2i+ri) となるが，所与の Ii, ri のもとでは，この y が各人共通と
なり，そのもとでの均衡配分は (x*1, x*2, y*)=(3, 12, 27) となる。
例２における考察より，加重ベクトルは均衡比率と等しいため(a1, a2)= 
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在し，均衡配分は (x*1, x*2, y*)=(7, 7, 28) となる。また，加重ベクトルは(1/2, 
1/2) となり，そのもとでの社会的厚生は 2×(1/2) (:28+:7)=3:7 となる。
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ここで，行列式 |A−C′(y)E| の第 n 行第 n 列の余因子 Bnn と第 n 行第 j (j
≠n) 列の余因子 Bnj とが以下の形で表されることを示そう。
Bnn=(-1)3n-1(C’ (y))n-1,








































































なお，mn,j×(uUn/uxn)/(uUj/uxj)=mj,j であるから，j=1, …, n−1 について
mn,jBnj=(−1) 3n−1(C′(y))n−1mj,j
が成り立つ。このことと，（1）， （2） より，
|A-C’(y)E|=(mn, n-C’(y))Bnn+Rj=1,…n-1 mn, j Bnj
=(-1)3n-1(C’(y))n-1(mn, n -C’(y))+Rj=1, n-1,(-1)3n-1(C’(y))n-1mj, j
=(-1)3n-1(C’(y))n-1(Rj=1, …n mj, j-C’(y)) 
=(-1)3n-1(C’(y))n-1  Rj=1, …n -C’(y)( ( ) )uyuUj uxj
uUj
が導かれ，|A−C′ (y) E|=0 の成立とサムエルソン条件 （S） とは同値となる
ことが示された。　■
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